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     فرآيندهاي حديمفهوم حد و : درس اول 

مفهوم منجر به شناخت دقيق رفتـار تـابع   اين آشنايي با  . ، يكي از مفاهيم اساسي در رياضيات است       مفهوم حد 

به همين جهت است اين مفهوم در بسياري از شاخه هاي علوم، از جمله فيزيك، رياضي و اقتـصاد                   . مي گردد 

 . فقط به درك شهودي آن مي پـردازيم        درس در اين    جود پيچيدگي در تعريف حد    با و . كاربردهاي فراوان دارد  

  . نماد هاي زير را معرفي مي كنيم،اما قبل از ورود به بحث

  .ي زير را براي درك، مفهوم حد، معرفي كنيمدر ابتدا مفاهيم اوليه

ax منظور از نماد) 1  از دو طرف محور طول x، يعني متغير) aه سمتميل مي كند، ب xمي خوانند( →

چك  بسيار كوa وxبنابراين اختلاف.  نزديك مي شود ولي هيچگاه روي آن منطبق نمي شودaها به عدد

axاست ولي  ≠  

  

  

→+منظور از نماد) 2 ax )مي خوانندx ه سمتميل مي كند، بaيعني متغير)  از راست ،x  از طرف فقط

 xبنابراين اختلاف.  نزديك مي شود ولي هيچگاه روي آن منطبق نمي شودaمحور طول ها به عددراست 

ax بسيار كوچك است ولي aو >  

  

  

→−منظور از نماد) 3 ax )مي خوانندx ه سمتميل مي كند، بaيعني متغير)  از چپ ،x  از طرف فقط

 xبنابراين اختلاف.  نزديك مي شود ولي هيچگاه روي آن منطبق نمي شودaمحور طول ها به عددچپ 

ax بسيار كوچك است ولي aو <  

  

  

  

***  

→x a 
ax < 

→x x← a 

ax ≠ 

x← a 
ax > 



 جابر عامري: تهيه كننده ................................. ....................................2آموزش رياضي 

 2ي صفحه

  مفهوم شهودي حد تابع در يك نقطه: قسمت اول 

 شود، L نزديك به عدد xf)( ميل كند و مقدارa از دو طرف محور طول ها به سمت عددxوقتي متغير

ax در fگويند حد تابع   . است و مي نويسندL برابر =

Lxf
ax

=
→

)(lim  

  

  

  

  

  

  

12 در تابع  :مثال   += xxf آنگاه مقادير تابع بـه عـدد       .  نزديك شود  3  از دو طرف به عدد     xاگر متغير )(

10در اين صورت . ي شوند نزديك م10
3

=
→

)(lim xf
x

  .به جدول و نمودار زير توجه كنيد.  

  جدول 

4  5/3  25/3  1/3  01/3  3  99/2  9/2  75/2  5/2  2  x  
17  25/13  5625/11  61/10  0601/10  10  9401/9  41/9  5625/8  25/7  5  )(xf  

10
3

=
→

)(lim xf
x

  

  نمودار 
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L 

→x x← a 

ax ≠ 
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  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 3ي صفحه

 با تشكيل جدول مقدار حد تابع )1تمرين
1

12

−
−=

x

x
xf   . محاسبه كنيدx=1ي در نقطه)(

در شكل زير نمودار تابع       )2تمرين
x

x
xf

sin
)( شـكل حـد مقابـل را       اين  با توجه به    .  رسم شده است   =

  .محاسبه كنيد

=
→ x

x

x

sin
lim

0
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 حد تابع :نتيجه 
x

x
xf

sin
)(   . به سمت صفر ميل كند، برابر يك استx وقتي كه=

***  

  تابع در يك نقطهي حد محاسبه : دومقسمت 

اين روش را . مي توان حد توابع را محاسبه نمودي تابع ، ر معادلهد x مقدار به جايدر اكثر مواقع با جايگزيني

=+1ي حـد تـابع      براي مثال براي محاسـبه    . روش جايگزيني مستقيم مي نامند     xxf  بـه   x وقتـي  )(

  .مي توان به شكل زير عمل كرد.  ميل مي كند3سمت 

2131
33

=+=+=
→→

xxf
xx
lim)(lim  

  



 جابر عامري: تهيه كننده ................................. ....................................2آموزش رياضي 

 4ي صفحه

  :براي حل تمرين 

32حد تابع   :3 −= xxf   . را بدست آوريدx=6ي در نقطه)(

حد تابع   :4
1

4

−
=

x

x
xf   . را بدست آوريدx=3ي در نقطه)(

 حد تابع  :5
1

12

−
−=

x

x
xf   .يد محاسبه كنx=1ي در نقطه)(

***  

  حد هاي يك طرفه: وم سقسمت 

با مفهوم حد هاي يك طرفه سروكار .  ميل كندa فقط از يك طرف محور طول ها به سمت عددxمتغيراگر 

  .داريم

 فقط از طرف راست محور طول هـا بـه سـمت             xوقتي متغير  :حد راست   

 شود، گويند حد راسـت      1L نزديك به عدد     xf)( ميل كند و مقدار    aددع

ax در fتابع   . است و مي نويسند1L برابر =

1Lxf
ax

=
+→

)(lim  

 ميل a فقط از طرف چپ محور طول ها به سمت عددxوقتي متغير :حد چپ 

ax در f شود، گويند حد چپ تابع2L نزديك به عدد xf)(كند و مقدار = 

  . است و مي نويسند2Lبرابر 

2Lxf
ax

=
−→

)(lim  

  . به دست آوريدx=2ي حد راست تابع زير را در نقطه:مثال 





<−
≥+

=
2

21

xx

xx
xf )(  

  :حل 

3121
22

=+=+=
+→+→

xxf
xx
lim)(lim  

2L 

a x 

1L 

a x 
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  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 5ي صفحه

  . به دست آوريدx=2ي حد چپ تابع زير را در نقطه:مثال 





<−
≥+

=
2

21

xx

xx
xf )(  

  :حل 

2
22

−=−=
−→−→

xxf
xx
lim)(lim  

  ي  با توجه به شكل زير مطلوب است محاسبه:مثال 

)(1f)                        ج)(lim xf
x −→1

lim)(ب                       ( xf
x +→1

  الف (
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-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

y

  

  :حل 

31 =)(f)                        2ج
1

−=
−→

)(lim xf
x

3ب                     (
1

=
+→

)(lim xf
x

  الف (

  . بدست آوريدx=2ي حد راست و حد چپ و مقدار تابع زير را در نقطه:مثال





<
≥−

=
2

213
2 xx

xx
xf )(  

  : حل 

512313
22

=−=−=
++ →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد راست
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 6ي صفحه

42 22

22

===
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ

51232 =−= )()(fمقدار   

  :تمرين براي حل 

  . بدست آوريدx=1ي حد راست و حد چپ و مقدار تابع زير را در نقطه  :5










<−
=+
>+

=
152

123

132

xx

xx

xx

xf )(  

***  

  وجود حد يك تابع در يك نقطهشرط : قسمت چهارم 

xfy)(ابعگويند ت axي در نقطه=    داراي حد است، هرگاه =

axيتابع در دو طرف نقطه: الف    . تعريف شده باشد=

  . در اين نقطه، حد راست و چپ آن عدد هاي مساوي شوند: ب 

axي راست و چپ نقطهطرفدو  در fبه عبارتي ديگر، اگر تابع    تعريف شده باشد و=

1Lxf
ax

=
+→

)(lim2وLxf
ax

=
−→

)(lim  

LLLصورت، اگردر اين  == Lxfآنگاه 21
ax

=
→

)(lim1 و برعكس    

  .ر رسم شده استيي ز به ضابطهf  در شكل زير نمودار تابع:مثال 









−<
<≤−

>+−
=

32

21

282
2

x

xx

xx

xf )(  

                                                 
axيتابع در نقطهگويند بر اين اساس، .  1   . داراي حد نيست، هرگاه يكي از حالت هاي زير وجود داشته باشد=

يعني تابع در سمت راسـت   .حد راست يا چپ يا هر دو وجود نداشته باشد: ب .    چپ عددهاي مساوي نباشندحد راست و    : الف  

  .تابع در يك يا دو سمت اين نقطه رفتار نوساني دارد:   ج       .نكه تابع رفتار بي كران داشته باشدييا چپ تابع تعريف نشده يا ا
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  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 7ي صفحه

  

  :با توجه به اين شكل مي توان نوشت

  . وجود ندارد2f)(يعني.  تعريف نشده استx=2يتابع در نقطه : 1

4يعني.  است4 برابر x=2يحد تابع در نقطه : 2
2

=
→

)(lim xf
x

  

1يعني.  است1 برابر x=−1يحد راست تابع در نقطه : 3
1

=
+−→

)(lim
)(

xf
x

   

lim)(يعني.  حد چپ نداردx=−1يتابع در نقطه : 4
)(

xf
x −−→ 1

  .وجود ندارد

lim)(يعني.  حد نداردx=−1ي تابع در نقطه : 5 xf
x 1−→

  . وجود ندارد

11يعني .  است1 برابر x=−1ي مقدار تابع در نقطه :  6 =− )(f  

0چون : 7
00

==
−→+→

)(lim)(lim xfxf
xx

يعني .  حد داردx=0ي پس تابع در نقطه

0
0

=
→

)(lim xf
x

00 از طرفي  =)(f  

0چون : 8
44

==
−→+→

)(lim)(lim xfxf
xx

يعني .  حد داردx=4ي پس تابع در نقطه

0
4

=
→

)(lim xf
x

04 از طرفي  =)(f  

9 : )( 3−f و )(lim
)(

xf
x +−→ 3

2 وجود ندارد ولي 
3

=
−−→

)(lim
)(

xf
x

  

xxf براي تابع :مثال    . با نمودار زير مي توان نوشت)(=



 جابر عامري: تهيه كننده ................................. ....................................2آموزش رياضي 

 8ي صفحه

  

0: الف 
0

=
+→

x
x
lim            ب:x

x −→0

lim0وجود ندارد، زيرا تابع در<xتعريف نشده است .  

x: پ 
x 0→
limوجود ندارد .  

  . داراي حد استx=3يقطه نشان دهيد كه تابع زير در ن:مثال 







<
≥+=

35

322

xx

xxx
xf )(  

  :حل 

153232 22

33

=+=+=
++ →→

)()()(lim)(lim xxxf
xx

   حد راست

15355
33

===
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ

15و چون
33

==
−+ →→

)(lim)(lim xfxf
xx

   داراي حد است وx=3يپس تابع در نقطه

 15
3

=
→

)(lim xf
x

  

)(][هيد كه تابع  نشان د:مثال  xxf +=   . حد نداردx=2ي در نقطه3

  :حل 

523233
22

=+=+=+= +

→→ ++
][])[(lim)(lim xxf

xx
   حد راست

413233
22

=+=+=+= −

→→ −−
][])[(lim)(lim xxf

xx
   حد چپ

lim)(lim)(و چون xfxf
xx −+ →→

≠
22

   . داراي حد نيستx=2يپس تابع در نقطه
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  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 9ي صفحه

||ا  حد نداشته باشد، امx=1 مثال بزنيد كه در f تابعي مانند:مثال f 1 در=xحد داشته باشد .  

  .قرار مي دهيم: حل 

   2
12

12
=→





<
≥

=→ |)(||)(| xf
x

x
xf   





<−
≥

=
12

12

x

x
xf )(   

2در اين صورت 
1

=
→

|)(|lim xf
x

  )چرا؟ ( . حد نداردx=1يدر نقطهfحالي كه دو تابع در 

  . حد داشته باشدx=3يه را چنان پيدا كنيد كه تابع زير در نقطa مقدار:مثال 







≥+−
<−+=

323

312

xx

xxax
xf )(  

  . محاسبه كرده و برابر هم قرار دهيمx=3ي اين تابع را در نقطهكافي است حد راست و حد چپ: حل 

723323
33

−=+−=+−=
++ →→

)()(lim)(lim xxf
xx

  حد راست

291331 22

33

+=−+=−+=
−− →→

aaxaxxf
xx

)()()(lim)(limحد چپ  

199729 −=→−=→−=+⇒ aaa  

  :تمرين براي حل 

   و كدام يك نادرست است؟ كه نمودار آن داده شده است، كدام يك درستfبراي تابع  :6

  

  

  

  

  

2) الف
1

=
→

)(lim xf
x

21) ب                                           =)(f  

12) پ =)(f                                                  0 )  ت
2

=
+−→

)(lim
)(

xf
x

  

2 )ث
1

=
−→

)(lim xf
x

1) ج                                         
0

=
→

)(lim xf
x

  



 جابر عامري: تهيه كننده ................................. ....................................2آموزش رياضي 

 10ي صفحه

lim)( )چ xf
x 2→

lim)()            ح    .                     وجود ندارد xf
x 1−→

  . وجود ندارد

=−2 نمودار تابع     :7 xxf  را در صـورت وجـود را        سپس حاصل تـساوي هـاي زيـر       .  را رسم كنيد   )(

  .بنويسيد

)(lim xf
x 2→

lim)(  ج ( xf
x +→2

  الف (

)(2f) د  )(lim xf
x −→2

  ب (

  .سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد.  نمودار تابع زير را رسم كنيد :8





<−
>

=
0

0

xx

xx
xf )(  

  .ن را بنويسيدآصفر حد دارد؟ در صورت مثبت بودن جواب حد ي آيا اين تابع در نقطه:الف 

   موجود است؟ چرا؟0f)(آيا:  ب 

نمودار تابع  :9
x

x
xf

||
)(  را در صورت وجود به دست x=0يسپس حد تابع را در نقطه.  را رسم كنيد=

  .آوريد

  . باشد-1 برابر 2ي راه با نمودار آن ارائه كنيد كه حد تابع در نقطهمثالي از يك تابع هم  :10

13 حد نداشته باشد و 3ي  ارائه كنيد كه در نقطهfتابعي مانند  :11 =)(f  

4ليتعريف نشده باشد و 2 ي ارائه كنيد كه در نقطهfتابعي مانند  :12
2

=
→

)(lim xf
x

  

)(|| نمودار تابع     :13 1−= xxf   سپس حاصل تـساوي هـاي زيـر را در صـورت وجـود را            .  را رسم كنيد

  .بنويسيد

)(lim xf
x 1→

lim)(  ج ( xf
x +→1

  الف (

)(1f) د  )(lim xf
x −→1

  ب (

  . را بررسي كنيدx=0يي حد راست و حد چپ ، وجود حد تابع زير در نقطهبهبا محاس   :14








=

≠=
05

0

x

x
x

x
xf ||)(  
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 11ي صفحه

  . را در صورت وجود به دست آوريدx=0يدر نقطهنمودار تابع زير را رسم كنيد و حد تابع   :15







≤−−
>+=

022

022

xx

xx
xf )(  

  . حد نداردx=2ي كه تابع زير در نقطه نشان دهيد :16









<−
=−
>+−

=
23

22

22

xx

x

xx

xf )(  

  . حد داشته باشدx=−1ي  را چنان بيابيد كه تابع زير در نقطهaمقدار  :17







−≤
−>−=
12

12
2

3

xax

xax
xf )(  

  2.ا كامل كنيدبا توجه به شكل مقابل، تساوي هاي زير ر : 18

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4
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-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

  

                                                 
منظور از نماد: توجه  .  2

+−→ )( 2xيعني x  و منظـور از نمـاد  .  نزديـك مـي شـود   -2 از سمت راست بـه
+−→ 2x 

واضح است كه.  قرار دارد2ي سمت راست در قسمت قرينه xيعني
−−=+− )( 22  

منظور از نمادهمچنين 
−−→ )( 2xي يعنx و منظور از نماد.  نزديك مي شود-2 به چپ از سمت

−−→ 2xيعني x  در

واضح است كه.  قرار دارد2 چپي سمت قسمت قرينه
+−=−− )( 22  
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 12ي صفحه

=−+
+−→+→−→

)(lim)(lim)(lim
)(

xfxfxf
xxx 202

  الف (23

=++−
−−→→−→−−→

)(lim)(lim)(lim)(lim
)(

xfxfxfxf
xxxx 2102

  ب (4

=+−
−→+−→+→

)(lim)(lim)(lim
)(

xfxfxf
xxx 022

  ج (2

=
+

−→−→

+−→
)(lim)(lim

)(lim
)(

xfxf

xf

xx

x

21

3
  د (

)(][نشان دهيد كه تابع  :19 xxf   .د حد ندارk در هر نقطه به طول عدد صحيح مانند=

***  

  جابر عامري: تهيه كننده 

  گروه رياضي دوره ي دوم متوسطه عضو 

  استان خوزستان
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  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 13ي صفحه

     ي حد توابعمحاسبه : موددرس 

لـذا  . اسـت ) در يك نقطه( آن تابع    حدي دقيق تر يك تابع كمك كند،        يكي از عواملي كه مي تواند به مطالعه       

در اين درس برخي از اين قواعد  را به          . ي حد وجود داشته باشد    لازم است قواعد و دستور هايي براي محاسبه       

  .، معرفي مي كنيمطور شهودي و به همراه ذكر مثال 

  اعمال روي حد توابع : قسمت اول 

  .ي حدود توابع را ساده تر مي كنندمي پردازيم كه محاسبهاعمال روي حد ي در اين بخش به مطالعه

cxf تابع ثابت :1 cxfي نقاط حد دارد و  در همه)(=
ax

=
→

)(lim  

2لذا . ي نقاط حد دارد در همهxf)(=2 تابع:مثال 
5

=
→

)(lim xf
x

  

  

xxf تابع هماني :2 axfي نقاط حد دارد و  در همه)(=
ax

=
→

)(lim  

xxf تابع:مثال  3لذا . ي نقاط حد دارد در همه)(=
3

=
→

)(lim xf
x
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بـه عبـارت    .  داراي حد باشـند    aي يكساني تعريف شده و در        روي دامنه  g و   f فرض كنيم كه توابع       :3

lxfديگر فرض كنيم كه 
ax

=
→

)(lim و kxg
ax

=
→

)(lim در اين صورت :  

  .ها استحد مجموع دو تابع برابر مجموع حد هاي آن: الف 

klxgxfxgxf
axaxax

+=+=+
→→→

)(lim)(lim))()((lim  

  .حد تفاضل دو تابع برابر تفاضل حد هاي آنها است: ب 

klxgxfxgxf
axaxax

−=−=−
→→→

)(lim)(lim))()((lim  

  .حد حاصل ضرب دو تابع برابر با حاصل ضرب حد هاي آنها است: ج 

lkxgxfxgxf
axaxax

=×=×
→→→

)(lim)(lim))()((lim  

  .حد خارج قسمت دو تابع برابر خارج قسمت حد هاي آنها است: د 

0≠==

→

→
→

k
k

l

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax
;

)(lim

)(lim

)(

)(
lim  

  :نتيجه 

  .حد حاصل ضرب يك عدد در يك تابع با حاصل ضرب آن عدد در حد تابع برابر است : 1

clxfcxcf
axax

==
→→

)(lim)(lim  

  .حد معكوس يك تابع  با معكوس حد آن عدد برابر است : 2

0
111 ≠==

→
→

l
lxfxf

ax
ax

;
)(lim)(

lim  

   يك عدد طبيعي باشد، آنگاه nاگر : 3

nn

ax

n

ax
lxfxf ==

→→
))(lim()(lim  

   يك عدد طبيعي باشد، آنگاه nاگر : 4

≤0 زوج باشد بايد nدر صورتي كه ( 
→

)(lim xf
ax

     (n
n

ax
n

ax
lxfxf ==

→→
)(lim)(lim                      
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2xxfتوابعنمودار  :مثال  xxg و)(=   .را در  نظر بگيريد )(=3

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

  

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

4 واضح است كه 
2

=
→

)(lim xf
x

6 و 
2

=
→

)(lim xg
x
   

xxxhاكنون نمودار تابع  32   . را رسم مي كنيم)(=+
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-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

x

y

  

  :مودار معلوم است كه در اين صورت با توجه به اين ن

10
2

=
→

)(lim xh
x

  

  :با توجه به اين مطلب نتيجه مي شود كه 

)(lim)(lim)(lim xgxfxh
xxx 222 →→→

+=  

  :يعني 

xxxx
xxx

33
2

2

2

2

2 →→→
+=+ limlimlim  

  تعريف شده باشند و روي دامنه ي يكسان h وg وfفرض كنيد كه توابع  :1تمرين

2−=
→

)(lim xf
ax

=6 و 
→

)(lim xg
ax

=0 و 
→

)(lim xh
ax

  

  .در اين صورت حد هاي زير را در صورت وجود تعيين كنيد

=+
→

))()((lim xgxf
ax

) 1  

=
→

2))((lim xf
ax

) 2  

=
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
) 3  
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=−
→

3 )()(lim xfxg
ax

) 4  

=
−→

)
)()(

)(
(lim

xhxf

xg

ax 36

2
) 5  

=
→ )(
lim

xfax

1
) 6  

  . حد هاي زير را محاسبه كنيد :2تمرين

)(lim 723 2

2
−+

→
xx

x
  الف(

14

12
23 +−

−
→ xx

x

x
lim) ب  

62
5

−
→

x
x
lim )ج  

   توابع حدي دستور هاي اعمال رويادامه

  : يك چند جمله اي باشد آنگاه xP)(  يك عدد حقيقي مثبت وb اگر: 4

)()(lim aPxP

ax
bb =

→
  

  :مثال 

3

1
333 1211222

1
=== −−+−+

−→
)()(lim xx

x
  

  :آنگاه .  بر حسب راديان باشدx اگر :5

ax
ax

coscoslim =
→

ax   ب                                         (
ax

sinsinlim =
→

  الف (

),(cotcotlim Zkkaax
ax

∈≠=
→

π)         د

),(tantanlim Zkkaax
ax

∈+≠=
→ 2

ππ)  ج  

  :مثال 
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)cos(lim)sin(lim)cossin(lim xxxx
xxx

−+=−
→→→

222

22
πππ

  

2012
22

22

22

=−=−=−=
→→

)(cossincoslimsinlim
ππ

ππ
xx

xx

  

  . با استفاده از قضاياي حد، حد هاي زير را محاسبه كنيد :3تمرين

=+
−→

123

1
2 x

x
lim) ج  =

+−→ 132

1
32 xxx

lim) الف  

=
−

+

→ xxx

xx

x
232

2

2

sincos

cossin
lim

π
−++=  د (

→
))((lim 425 4

1
2 xxxx

x
  ب (

Lxf  ثابت كنيد كه  :4تمرين
ax

=
→

)(lim 0  اگر و تنها اگر=−
→

))((lim Lxf
ax

  

  :اثبات 

لقسمت او:  

LLLxfLxf
axaxaxax →→→→

−=−→= limlim)(lim)(lim  

0=−→−=− →
→→

=
→ ))((lim))((lim
lim

LxfLLLxf
axax

LL
ax  

م قسمت دو:  

00 =−→=−
→→→

LxfLxf
axaxax

lim)(lim))((lim  

LxfLxf
axax

=→=−→
→→

)(lim)(lim 0  

 حد نداشته باشند، ولي مجموع آن ها در ايـن           x=1ي دو تابع مثال بزنيد كه هيچ كدام در نقطه          :5تمرين

    .د باشنقطه داراي حد

  .قرار مي دهيم: حل 

   




≤−
>−

=
12

11

x

xx
xg    و     )(





≤
>+−

=
12

11

x

xx
xf )(  
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0
10

10
=+



 →

≤
>

=+→ ))(())(( xgf
x

x
xgf    

0در اين صورت 
1

=+
→

))((lim xgf
x

  . داراي حد نيستندx=1 در نقطه ي g وf در حالي كه دو تابع

  دو تابع مثال بزنيد كه در يك نقطه حد نداشته باشند، ولي تفاضل آن ها در اين نقطه داراي حـد                      :6تمرين

  .باشد

  .قرار مي دهيم: حل 

   




≤
>−

=
01

01

x

xx
xg    و     )(





≤
>

=
02

0

x

xx
xf )(  

1
01

01
=−



 →

≤
>

=−→ ))(())(( xgf
x

x
xgf    

1در اين صورت 
0

=−
→

))((lim xgf
x

  . نيستند داراي حدx=0ي  در نقطهg وf در حالي كه دو تابع

 حد نداشته باشند، ولي تابع x=0 دو تابع مثال بزنيد كه هيچ كدام در     :7تمرين
g

f
 حد داشـته  x=0 در 

  .باشد

  .قرار مي دهيم: حل 

   




<
>−

=
01

01

x

x
xg    و     )(





<−
>

=
01

01

x

x
xf )(  

1
01

01
−=



 →

<−
>−

=→ ))(())(( x
g

f

x

x
x

g

f
    

1در اين صورت 
0

−=
→

))((lim x
g

f

x
  . داراي حد نيستندx=0 در نقطه ي g و f در حالي كه دو تابع 

=+2 نشان دهيد توابع    :8تمرين xxf  و   )(
2

42

−
−=

x

x
xg  داراي حدي برابـر هـم       2ي   در نقطه  )(

  .هستند

  : داريم x≠2برا ي: حل

)(
))((

)( xfx
x

xx

x

x
xg =+=

−
+−=

−
−= 2

2

22

2

42
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  لذا

42
2

22

2

4

22

2

22
=+=

−
+−=

−
−=

→→→→
)(lim

))((
limlim)(lim x

x

xx

x

x
xg

xxxx
  

42
22

=+=
→→

)(lim)(lim xxf
xx

  

  :تمرين براي حل 

  .حد هاي زير را حساب كنيد  :8

xx
x

+
→

2

1
3lim)ت  )(lim 543 2

1
+−

−→
xx

x
  الف(

)sinlim( 132

0
++

→
xx

x
  ث( 

23

143

2 +
+−

→ x

xx

x
lim) ب  

)(lim 53 2 −+
→

xx
ax

  ح( 
)cos(sinlim xx

x

+
→

4

π
  پ (

1اگر  : 9
2

−=
→

)(lim xf
x

3 و
2

=
→

)(lim xg
x

  . حد هاي زير را حساب كنيد

252 +
+

→ )(

)()(
lim

xg

xgxf

x
lim))()((           ب ( xgxf

x
53

2
−

→
  الف( 

5 حد داشته باشد و      x=3ي در نقطه  fاگر تابع   :10
1

12

3
=

+
−

→ )(

)(
lim

xf

xf

x
lim)(مقدار آنگاه    xf

x 3→
 

  .بيابيدرا 

gfي حد تابع در هر يك از حالت هاي زير درباره :11    چه مي توان گفت؟+

  . حد نداشته باشندaدرf وgاگر توابع: الف 

  . حد نداشته باشدa درg حد داشته باشد، ولي تابعa درfاگر تابع: ب 

  .دن حد داشته باشa درf وgهر دو تابع : ج 

  

***  
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  تعميم قوانين اعمال روي حد توابع: قسمت دوم 

  .عميم استنيز قابل ت) حد راست و چپ ( ي حد مطرح شد، براي حد هاي يك طرفه تمام قوانيني كه درباره

  :مثال 

1313911
33

2

3

2

3
=++=++=++

+→+→+→+→ xxxx
xxxx lim][limlim)][(lim  

ابتدا بايد جزء صحيح را ي حد در يك نقطه، براي محاسبهاگر تابع داده شده شامل جزء صحيح باشد،     :توجه  

اگر تابع داده شده شـامل قـدر مطلـق باشـد، ابتـدا بايـد درون       و همچنين تعيين مقدار كرده و جايگزين كنيم      

  .  كرده و قدر مطلق را حذف كنيم و سپس حد را محاسبه مي كنيمقدرمطلق را تعيين علامت 

  .در صورت وجود بدست آوريد، ي داده شده  حد توابع زير را در نقطه: 12 تمرين

1
1

−
+→

x
x
lim) 5  1+

+→
][lim x

x 2

 )3  
1−

−
+→ x

x

x

||
lim

1

1

) 1  

1
1

−
−→

x
x
lim) 6  1+

−→
][lim x

x 2

 )4  
1−

−
−→ x

x

x

||
lim

1

1

) 2  

  .ي داده شده در صورت وجود بدست آوريد با بررسي حد هاي يكطرفه، حد توابع زير را در نقطه:13تمرين

])[]([lim xx
x

−+
→3

) 4  )|(|lim 21
1

+−
→

x
x

) 1  

2

2

2 −
−

→ x

x

x

||
lim) 5  962

3
+−

→
xx

x
lim) 2  

][
lim

2

2

2 −
−

→ x

x

x
) 6  2

2
−

→
x

x
lim) 3  

  :  تمرين براي حل 

)(][][ را چنان بيابيد كه تابعaمقدار  :14 1++= xxaxf1ي در نقطه=xحد داشته باشد .  

                                . را در صورت وجود، بدست آوريدمقابلمقدار حد   :15
][

][
lim

xx

x

x ++→2

  

                                 .را در صورت وجود، بدست آوريد مقابلحد  مقدار  :16
2−−→ x

x

x

1-

2

][
lim  

***  



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 22 يصفحه

  حدهاي مبهم : وم سقسمت 

 (1ي حد توابع كسري با حالت صفر حدي بر روي صـفر حـدي             گاهي در محاسبه  
0

0
در . برخـورد مـي كنـيم    )  

، آيـد  روش جايگزيني مستقيم به دست نمي    بك كمك   اصطلاح گفته مي شود كه حد مبهم است و مقدار آن            

اين عمل را رفع . را از صورت و مخرج حذف كنيم) عامل ابهام  (2بلكه بايد قبل از جايگزيني عامل صفر كننده

  .ابهام گويند

  .ه به نوع تابع يكي از روش هاي زير را بكار بگيريمبراي حذف عامل ابهام لازم است با توج

 اگر صورت و مخرج كسري، چند جمله اي باشند، صورت و مخرج را تجزيه كنيد و سپس كسر را سـاده    )الف

  .3كنيد

  .درا حساب كنيحد زير  :مثال 

63

42

−
−

→ x

x

x 2
lim  

  :حل 

  مبهم    
0

0

623

42

63

4 22
=

−
−=

−
−

→ )(

)(
lim

x

x

x 2
  

3

4

3

22

3

2

23

22

63

42
=+=+=

−
+−=

−
−

→→→

x

x

xx

x

x

xxx 222
lim

)(

))((
limlim  

  . حد زير را محاسبه كنيد:مثال

4

86

2

2

2 −
++

−→ x

xx

x
lim  

  :حل

                                                 
 .را صفر حدي مي نامند، عدد بسيار كوچك منفي و نزديك صفر عدد بسيار كوچك مثبت و نزديك صفر و يا .  1

ax ميل كند،a به سمت xاگر .  2   . عامل صفر كننده است−
3
استفاده  امل صفر كننده كسر مشكل باشد، مي توان از تقسيم صورت يا مخرج بر ع صورت يا مخرجيدر صورتي كه تجزيه.  

 .نمود
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مبهم    
0

0

44

8124

42

8262

4

86

2

2

2

2

2
=

−
+−=

−−
+−+−=

−
++

−→ )(

)()(
lim

x

xx

x
  

2

1

4

2

22

42

2

4

22

42

4

86

222

2

2 −
=

−
=

−−
+−=

−
+=

+−
++=

−
++

−→−→−→ )(

)(
lim

))((

))((
limlim

x

x

xx

xx

x

xx

xxx

 

براي گويـا  .  باشند، صورت يا مخرج را گويا كنيد     2ي   اگر صورت يا مخرج كسري شامل راديكال با فرجه         )ب

  . راديكالي ضرب كنيدكردن، معمولاً صورت يا مخرج را در مزدوج عبارت

  . حد زير را حساب كنيد:مثال 

3

182

−
−

→ x

x

x 9
lim  

  :حل 

    مبهم   
0

0

39

1892

3

182 =
−
−=

−
−

→

)(
lim

x

x

x 9
  

)(
)()(

)(
limlimlim 3

3

92

3

3

3

182

3

182
22

+×
−
−=

+
+×

−
−=

−
−

→→→
x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxx 999
  

12392323
9

92 =+=+=+×
−
−=

→→
)()(lim)(

)(
lim xx

x

x

xx 99
  

  . حد زير را حساب كنيد:مثال 

  

2

352

2 −
−+

→ x

x

x
lim  

  :حل

مبهم    
0

0

22

39

22

352

2

35
22

2
=

−
−=

−
−+

=
−

−+
→ )(

)(
lim

x

x

x
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35

35

2

35

2

35

++

++×
−

−+=
−

−+
→→ 2

22

2

2

2 x

x

x

x

x

x

xx
limlim

))((
lim

))((

)()(
lim

352

95

352

35 22

++−

−+=
++−

−+=
→→ 2

2

22

2

2 xx

x

xx

x

xx
  

))((

))((
lim

))((
lim

352

22

352

4

++−

+−=
++−

−=
→→ 222

2

2 xx

xx

xx

x

xx
  

3

2

33

4

352

22

35

2 =
+

=
++

+=
++

+=
→ 222 )(

lim
x

x

x
 

  . اگر صورت يا مخرج شامل عبارت مثلثاتي باشد، از روابط مثلثاتي استفاده كنيد )ج 

  .حد زير را حساب كنيد :مثال 

2

1

x

x

x

cos
lim

−
→o

  

  :حل 

  مبهم  
o

o

o

o

o

=−=−
→

)cos(cos
lim

11

x

x

x
  

xx

x

x

x

x

x

x

x

xxx cos

cos
lim

cos

coscos
lim

cos
lim

+
×−=

+
+×−=−

→→→ 1

11

1

111
2

2

22
ooo

  

2

1

1

1
1

1

1

1

11
2

2

2

2
=

+
×=

+
×=

+
×−=

→→ )cos(cos

sin
lim

cos

cos
lim

ooo xx

x

xx

x

xx
  

  :ابتداي اين فصل داشتيم  :توجه  

1
0

=
→ x

x

x

sin
lim  

  .از اين تساوي مي توان نتايج زير را نيز به دست آورد

1
0

=
→ u

u

u sin
lim          1          و

0
=

→ u

u

u

sin
lim  

1
0

=
→ u

u

u tan
lim                    1و

0
=

→ u

u

u

tan
lim  

  .ي حد بسياري از توابع مثلثاتي مي توان استفاده كرداز اين نتايج براي محاسبه
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  . حد هاي زير را حساب كنيد:مثال 

xx

x

x tan

sin
lim

2

3

0→
) 4  x

x

x 5

5

0

sin
lim
→

) 1  

nx

mx

x

sin
lim

0→
) 5  

x

x

x 7

3

0

sin
lim
→

) 2  

x

xx

x

sin
lim

+
→

3

0
) 6  

x

x

x sin

tan
lim

0→
) 3  

  :حل 

1
5

5

0
=

→ x

x

x

sin
lim)1  

7

3

7

3
1

7

3

3

3

7

3

00
=×=×=

→→ x

x

x

x

xx

sin
lim

sin
lim)2  

111
00

=×=×=
→→ x

x

x

x

x

x

xx sin

tan
lim

sin

tan
lim) 3  

12

02

2

02

3

0
=××=×=

→→→ x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xxx tan

sin
)

sin
(lim

tan

sinsin
lim

tan

sin
lim )4  

n

m

n

m

n

m

mx

mx

nx

mx

xx
=×=×=

→→
1

00

sin
lim

sin
lim) 5  

413
33

00
=+=+=+

→→
)

sin
(lim

sin
lim

x

x

x

x

x

xx

xx
) 6  

 :نتيجه 
n

m

nx

mx

x
=

→

sin
lim

0
  

  .د زير را حساب كنيد ح:مثال 

x

xx

x 3

43

0

sin
lim

+
→

  

  :حل 

3

7

3

4
1

3

4

3

3

3

43

00
=+=+=+

→→ x

x

x

x

x

xx

xx

sin
lim

sin
lim  
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. ، متغير را تغيير دهيم و متغير جديدي را تعريـف كنـيم       گاهي لازم مي شود قبل از اقدام به رفع ابهام          :توجه  

  .ال شودتوجه داشته باشيد كه متغير جديد ممكن است به عددي ديگري ميل كند و بايد در محاسبه اعم

  .حد زير را حساب كنيد :مثال 

1

132

1 −
+−

→ x

xx

x
lim  

1

132

1

132

0

0

1

132
2

2

111 −
+−=

−
+− →=

−
+−

→→

=

→ t

tt

x

xx

x

xx

tx

tx

x
limlimlim  

  

2

1

1

12

11

121

11
=

+
−=

+−
−−=

→→ t

t

tt

tt

tt
lim

))((

))((
lim  

  .حد زير را حساب كنيد :مثال 

63

2

2 +
+

−→ x

x

x

)sin(
lim  

txكافي است قرار دهيم : حل  =+ 2  

3

1

3

1
1

3

1

323

2

63

2

00022
=×=×==

+
+=

+
+

→→→+−→ t

t

t

t

x

x

x

x

ttxx

sin
lim

sin
lim

)(

)sin(
lim

)sin(
lim  

   :تمرين براي حل 

  .درا حساب كنيحدهاي زير    :17

32

1

1 +−
−

→ x

x

x

2

lim) ج  
1

3

1 −
−+

→ x

xx

x

22

lim )الف  

x

xx

x 5

23

0

tansin
lim

+
→

  د( 
65

4

++
−

−→ xx

x

x 2

2

2
lim )ب  

  .  حد زير را محاسبه كنيد :18

344

127

23

2

3 +++
++

−→ xxx

xx

x
lim  

  .درا حساب كنيحدهاي زير   :19

x

x

x
sin

sin
lim

−
−

→ 1

1 2

2

π
            ت (

9

3
2

2

3 −
−

→ x

xx

x
lim )الف  
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73

-2

2 +−
+

→ x

xx

x
lim)   ث  

2

83

2 +
+

−→ x

x

x
lim)               ب

xx

x

x tantan

sin
lim

−−+→ 110
  ح (

30

-

x

xx

x

sintan
lim
→

  پ (

=8 را طوري بيابيد كه  aمقدار   :20
−
−

→ ax

ax

ax

22

limباشد .  

  .درا حساب كني زير هايحد   :21

x

x
x

x

3

1
3

2
2 tansin

lim
−

→0
ب                     (

3

2

-1 15

11

)(

)(sin)tan(
lim

+
+×+

→ x

xx

x
  الف(

***  

  جابر عامري: تهيه كننده 

  گروه رياضي دوره ي دوم متوسطه عضو 

  استان خوزستان
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      توابعپيوستگي : موسدرس 

از نظر هندسي تابعي . بررسي پيوستگي يك تابع در يك نقطه مي تواند در شناخت رفتار يك تابع كمك نمايد        

 به نمودار هاي .را در يك نقطه، پيوسته گويند، هرگاه نمودار آن تابع در اين نقطه بريدگي يا پرش نداشته باشد

  .زير توجه كنيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

  تعريف رياضي پيوستگي تابع در يك نقطه : قسمت اول 

xfy)(تابع axي را در نقطه=   . پيوسته گويند، هرگاه سه شرط زير برقرار باشد=

axيتابع در نقطه) الف   .باشد وجود داشته af)(يعني.  تعريف شده باشد=

axيتابع در نقطه) ب lim)(lim)(يعني.  حد داشته باشد= xfxf
axax −+ →→

=   

lim)()(.حد تابع در اين نقطه با مقدار آن برابر باشد) ج afxf
ax

=
→

  

xfy)(تابعبه عبارتي ديگر  axي در نقطه=    هرگاه ،است پيوسته =

)()(lim)(lim afxfxf
axax

==
−+ →→

  

a 

f 

a 

axيتابع در نقطه  . پيوسته است=

a 

f 

a 

axيتابع در نقطه  .ستني پيوسته =

a 

f 

a 

axيتابع در نقطه  .ستني پيوسته =
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axاگر يكي از شرط هاي فوق برقرار نباشد، گويند تابع در   . پيوسته نيست=

  . بررسي كنيدx=1ي پيوستگي تابع زير را در نقطه: مثال










<−
=
>+

=
152

15

132

xx

x

xx

xf )(  

  .كافي است، شرايط پيوستگي را  بررسي كنيم: حل 

2313 22

11

=+=+=
++ →→

)(lim)(lim xxf
xx

   حد راست

351252
11

−=−=−=
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ 

51 =)(fمقدار   

  . پيوسته نيستx=1ي لذا تابع در نقطه

  . بررسي كنيدx=2ي پيوستگي تابع زير را در نقطه: مثال







>−
≤+=

213

212

xx

xx
xf )(  

  .شرايط پيوستگي را  بررسي كنيمكافي است، : حل 

512313
22

=−=−=
++ →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد راست

5121 22

22

=+=+=
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ 

5122 2 =+= )()(fمقدار   

  . پيوسته استx=2ي لذا تابع در نقطه

  . را بيابيدaمقدار.  پيوسته استx=1يتابع زير در نقطه: مثال







<−
≥+=

136

152 2

xx

xax
xf )(  

  : حل 
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52151252 22

11

+=+=+=
++ →→

aaxaxxf
xx

)()()(lim)(limحد راست   

331636
11

=−=−=
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ 

5215121 2 +=+= aaf    مقدار)()()(

  : پيوسته است، پس x=1ي و چون تابع در نقطه

122532352 −=→−=→−=→=+ aaaa  

   :تمرين براي حل 

  . بررسي كنيدx=2يستگي تابع زير را در نقطه پيو : 1









>−
=+
<+

=
29

25

213

xx

xx

xx

xf )(  

  . بررسي كنيدx=5ي پيوستگي تابع زير را در نقطه : 2

][)( xxf 21 +=  

  .  بررسي كنيدx=0ي پيوستگي تابع علامت را در نقطه : 3

  . پيوسته نباشدx=−1ي  پيوسته باشد ولي در نقطهx=1ي نمودار تابعي را رسم كنيد كه در نقطه  :4

  .ه باشد پيوستx=−2ي را طوري پيدا كنيد كه تابع زير در نقطهb و a مقادير : 5









−>−
−=
−<+

=
232

25

22

xbx

x

xbax

xf )(  

***  
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  پيوستگي هاي هاي يك طرفه: قسمت دوم 

axي در نقطهfگويند تابع lim)()( هرگاه،وستگي راست دارد پي= afxf
ax

=
+→

  

axي در نقطهfگويند تابع همچنين lim)()( هرگاه، داردچپوستگي  پي= afxf
ax

=
−→

  

=−2 تابع :مثال  xxf   : زيرا.  پيوستگي راست داردx=2ي در نقطه)(

02
2

==
+→

)()(lim fxf
x

  

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

xxf تابع:مثال  −=   :زيرا.  پيوستگي چپ داردx=3ي در نقطه)(3

03
3

==
−→

)()(lim fxf
x

  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y
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)(|| تابع :مثال  xxf   . هم پيوستگي راست و هم پيوستگي چپ داردx=0ي در نقطه=

  :زيرا 

00
0

==
−→

)()(lim fxf
x

00                     و                 
0

==
+→

)()(lim fxf
x

  

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

  

  . بررسي كنيدx=1ي   پيوستگي هر يك از توابع زير را در نقطه :6تمرين 

  

  . بررسي كنيدx=1ي  پيوستگي تابع زير را در نقطه :7تمرين 





≥
<+−

=
12

13

xx

xx
xf )(  
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  :تمرين براي حل 

  . بررسي كنيدx=1ي  در هر مورد پيوستگي تابع داده شده را در نقطه : : : :8888

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . پيوستگي راست داشته باشدx=4ي را طوري بيابيد كه تابع زير در نقطهk مقدار : : : :9999









<+−
=+
>−

=
41

435

4
2

xx

xx

xkx

xf )(  

  . را بررسي كنيدx=1 پيوستگي تابع  :10





>+
≤+−

=
12

152
2 xx

xx
xf )(  

نمـودار  . اين نقطه پيوسـته نباشـد  ي در ل و، باشد-1 برابر x=1يتابعي مثال بزنيد كه حد آن در نقطه         :11

  .اين تابع را رسم كنيد

***  

f 

1 

1 
2 

 )الف(

f 

1 

2- 

2 

 )ج(

f 

1 

2- 

2 

 )ب(

f 

1 

1 
2 

 )و(

f 

1 

1 
2 

 )هـ(

f 

1 

1 
2 

 )د(



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 34ي صفحه

  پيوستگي در يك فاصله: قسمت سوم 

  .ه را به يكي از حالت هاي زيرتعريف مي كنيمپيوستگي در يك فاصل

xfy)( تابع:1تعريف ],[ را در فاصله اي مانند= ba پيوسته گويند، هرگاه   

),(يدر تمام نقاط فاصله) الف baپيوسته باشد.  

axيدر نقطه) ب   .شته باشد پيوستگي راست دا=

bxيدر نقطه) ج   . پيوستگي چپ داشته باشد=

***  

xfy)( تابع:2تعريف ],( را در فاصله اي مانند= ba  پيوسته

  گويند، هرگاه 

),(يدر تمام نقاط فاصله) الف baپيوسته باشد.  

axيدر نقطه) ب   . پيوستگي راست داشته باشد=

***  

xfy)( تابع:3تعريف ),[ را در فاصله اي مانند = ba پيوسته

  گويند، هرگاه 

),(يدر تمام نقاط فاصله) الف  baپيوسته باشد.  

bxيدر نقطه) ب   .پ داشته باشد پيوستگي چ=

***  

  

xfy)( تابع :4تعريف ),( را در فاصله اي مانند= ba پيوسته

  .گويند، هرگاه در تمام نقاط اين فاصله پيوسته باشد

  

***  

  

f 

a b 

f 

a b 

f 

a b 

f 

a b 
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)(][پيوستگي تابع  :مثال  xxf   . بررسي كنيد1,2](يرا در فاصله=

  .  پيوستگي راست داردx=1يابتدا ثابت مي كنيم كه تابع درنقطه: حل

11 == ][)(1fمقدار   

11 == +
+→

][)(lim xf
x 1

  حد راست

  . پيوستگي راست داردx=1تابع در 

  a][=1 پس a∋1,2)(گيريم كه . پيوسته است1,2)(يحال نشان مي دهيم كه تابع در تمام نقاط فاصله

1== ][)( aafمقدار تابع   

1== +
+→

][)(lim axf
ax

   حد راست

1== −
→

][)(lim axf
ax

   حد چپ

  . پيوسته است1,2)(يتابع در تمام نقاط فاصله

***  

xxxfتابع  پيوستگي :مثال  −+=   . بررسي كنيد1,2)[يرا در فاصله)(22

  . داردچپ  پيوستگي x=2يابتدا ثابت مي كنيم كه تابع درنقطه: حل

422 =−+= 222)()(fمقدار   

4222 =−+=
−→

)()(lim 2
2

xf
x

  چپحد 

  . داردچپ  پيوستگيx=2تابع در 

   a∋1,2)(گيريم كه. پيوسته است1,2)(يحال نشان مي دهيم كه تابع در تمام نقاط فاصله

aaaf −+=    مقدار تابع)(22

aaxf
ax

−+=
+→

22)(limحد راست   

aaxf
ax

−+=
−→

22)(limحد چپ   

  . پيوسته است1,2)(يتابع در تمام نقاط فاصله
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ي بسته مثال بزنيد كه تابعدو بازه :مثال 
x

x
xf

||
)(   .سته و در ديگري ناپيوسته باشدو در يكي از آنها پي=

],[ي در بازهfتابع: حل  ],[ي پيوسته است ولي در بازه21   .وسته است ناپي−11

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

  

  .سپس درستي يا نادرستي هر عبارت را مشخص كنيد. زير را در نظر بگيريدتابع   :12تمرين









<<+−
<≤−−

−<+
=

525

211

142
2

xx

xx

xx

xf )(  

0 )الف
5

=
+→

)(lim xf
x

0 )ب                       
5

=
−→

)(lim xf
x

0 )پ                
5

=
→

)(lim xf
x

      

),[ي روي بازهf تابع)ت ),(ي روي بازهf تابع)ث.      پيوسته است∞−−1   . پيوسته است∞−−1

],[ي روي بازهf تابع)ج ),(ي روي بازهfابعت) ح.             پيوسته است52   . پيوسته است−02

***  

بـراي تعيـين   .  مـي نامنـد  ي پيوستگيفاصله فاصله اي كه يك تابع در تمام نقاط آن پيوسته باشد را          : توجه

 تمام نقاط مرزي ي تابع را تعيين مي كنيم و سپس پيوستگي تابع را در         ي پيوستگي يك تابع ابتدا دامنه     فاصله

  .و يا شكستگي بررسي كرده و در صورت ناپيوسته بودن در آن نقاط آنها را از دامنه حذف مي كنيم

و منظور از نقاط شكستگي .) به شرط اينكه بصورت بسته باشند(منظور از نقاط مرزي نقاط ابتدا و انتهاي دامنه 

  .ي تابع عوض مي شودنقاطي كه در آنها ضابطه
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  .ي پيوستگي آن را تعيين كنيدي تابع زير را بدست آورده و سپس فاصلهتدا دامنه اب:مثال 
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  . بررسي مي كنيمx=1ي حال پيوستگي تابع را در نقطه
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  .ي پيوستگي آن به صورت زير استلذا تابع در اين نقطه پيوسته نمي باشد و در نتيجه فاصله
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  .ي پيوستگي تابع زير را تعيين كنيدفاصله :مثال 
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  . بررسي مي كنيمx=1يع را در نقطهحال پيوستگي تاب
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  .ي پيوستگي آن به صورت زير استلذا تابع در اين نقطه پيوسته نمي باشد و در نتيجه فاصله
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),(ي بازه آيا تابع مقابل در:مثال  پيوسته است؟ چرا؟                                −22
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  :حل 



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 38ي صفحه

101 −≥→≥+ xx  

3300909 23 −===→=−→=− xxxxxxx ,,)(  

ر اين فاصله لذا تابع د. ي تابع نمي باشد است و اين نقطه عضو دامنهx=0 داده شده شامليچون بازه

  .پيوسته نيست

  .را تعيين كنيدزير  ي پيوستگي تابعفاصله   :مثال
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 x=3 و x=1با بررسي پيوستگي در نقاط. ي تمام اعداد حقيقي استي اين تابع مجموعهدامنه :حل 

ي پيوستگي اين تابع لذا فاصله.  پيوسته استx=3 پيوسته نيست ولي درx=1معلوم مي شود كه تابع در 

  .مي شود

}{),(}{ 11 −+∞−∞=−R  

  .ي پيوستگي تابع زير را تعيين كنيد فاصله:13تمرين 
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  : تمرين براي حل 

  .پيوسته استي اعداد حقيقي عهمجمو ثابت كنيد كه تابع زير در :14
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  .پيوسته باشدي اعداد حقيقي مجموعه را طوري بيابيد كه تابع زير در a وbمقدار :15
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  توابع پيوسته: قسمت چهارم 

  در اين صورت . باشد1ي خود پيوسته را تابع پيوسته گويند، هرگاه در تمام نقاط دامنهfتابع

  .هر تابع چند جمله اي در تمام نقاط پيوسته است: الف 

  .تابع ثابت و تابع هماني در تمام نقاط پيوسته هستند: ب 

  .تابع كسري وقتي همواره پيوسته است، هرگاه مخرج آن ريشه نداشته باشد:  ج 

به ازاء همه ي مقادير حقيقي كه زير راديكال را نامنفي كنند،     ) تابع اصم (هر تابع راديكالي با فرجه ي زوج        : د  

  .پيوسته است

xxfتوابع مثلثاتي : و  sin)( xxf و = cos)(  .تمام نقاط پيوسته است =

  . پيوسته نباشد نقاطي را تعيين كنيد كه تابع زير در آن نقاط:مثال 
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  .ي تابع را تعيين مي كنيمابتدا  دامنه :حل 

4004042 ==→=−→=− xxxxxx ,)(  
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  .ي ناپيوستگي نداردلذا نقطه. اين تابع در تمام نقاط دامنه اش پيوسته است

   :تمرين براي حل 

  .ر آن نقاط پيوسته نباشدنقاطي را تعيين كنيد كه تابع زير د  :16
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 ثابت كنيد كه تابع  :17
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  .ي پيوستگي تابع زير را بدست آوريد فاصله :18
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 .ط پرش يا بريدگي نداشته باشدانقتمام به عبارتي ديگر نمودار تابع در  
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  . كنيدتعيين 1,6][يتگي تابع زير را در فاصلهنقاط ناپيوس  :19 
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  . كنيدتعييننقاط ناپيوستگي تابع زير را   :20
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